Aplicaciones afines y movimientos 28

28. APLICACIONES AFINES Y MOVIMIENTOS

28.1. APLICACIONES AFINES

Una aplicacion F: R™ — R", definida en el espacio afin euclideo R", se dice que es una
aplicacidn afin si es el resultado de trasladar una aplicacién lineal en R", por tanto tiene una

expresion matricial, en base canénica, de la forma:
F(x)=Ax+b

Dada una aplicacion afin F, se llama punto fijo a todo punto de R" cuyo transformado por F

es el mismo punto. El conjunto de los puntos fijos de una aplicacion afin F se notara por F:

F(F) ={x€R™F(x) =x}

OBSERVACION

El conjunto de puntos fijos de la aplicacion afin F(x) = Ax + b es:

F(F)={xeR“F(x)=x}={xeR“Ax+b =x} ={x € R": Ax — x = —b}
={xeR":(A-1)x=—-b}

Y por tanto se puede calcular como el conjunto solucidn de un sistema de ecuaciones lineales

con matriz de coeficientes es A — I, y término independiente —b.

28.2. MOVIMIENTOS

Se llama movimiento o isometria a toda aplicacion afin
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F:R"™ — R"™ que resulta de trasladar una aplicacion
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ortogonal, es decir que su expresidon en base candnica es de

m

la forma:
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F(x) =Ax+b, con AtA=1,
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OBSERVACIONES

e Las traslaciones no alteran las distancias y los angulos por lo que los movimientos, al igual
que las aplicaciones ortogonales, conservan distancias y angulos.

e Un movimiento definido por F(x) = Ax + b con b = 0 es una aplicacién ortogonal.
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EJEMPLO 10

Para cada una de las aplicaciones afines dadas F;: R® — R3 estudiar si se trata de un

movimiento y calcular el conjunto de puntos fijos.
X1 L -1 -2 =-2\/%1 L 4
a) Fi| X =3 -2 2 —=1]|* +§ 2
X3 -2 -1 2 X3 2
X1 2 1 1 X1 -2
b) K| X |=(-1 2 =1]){x2]+[ 0
X3 1 -2 0 X3 1

Solucion
-1 -2 =2 L 4
-2 2 —=1]ybq =3 2
-2 -1 2 2

La aplicacién afin F; es un movimiento siy sélo si AY A; = I, y se tiene que:
1 141 3

1/-1 =2 =2\1/-1 =2 =2\ 1/9 0 0

t — — —

A1A1—§<—2 2 —1>§<—2 2 —1>—§<0 9 0>_13
-2 -1 2/°\-2 -1 2 00 9

De donde se deduce que F; es un movimiento. Su conjunto de puntos fijos es:

a) Fi(x) =A;x+ bq,siendo 4; =

[V

F(F)={xeR:F(x)=x}={x€eR% (4, —I3)x = —by}

—4/3 —=2/3 —=2/31-4/3\ /2 1 1|2
(A1_13|_b1)=(—2/3 -1/3 —-1/3 —2/3>~<0 0 00)
—2/3 -1/3 -1/31-273/ \o o olo

Luego el conjunto de puntos fijos por F; constituye un plano:

X1
F(Fp) = {(xz) 12X +xp +x3 = 2}
X3

2 1 1 -2
b) F,(x) = A;x + by, siendo A, = (—1 2 —1) yb; = ( 0 )
1 -2 0 1

La aplicacién afin F, es un movimiento siy sélo si A5 A, = I5, y se tiene que:

2 -1 1 2 1 1 6 -2 3
ASA, =11 2 =2]|l-1 2 -1|=(-2 9 -1|#I
1 -1 0 1 -2 0 3 -1 2

De donde se deduce que F, no es un movimiento.

Su conjunto de puntos fijos es: F(F,) = {x € R3: (4, — I;)x = —b;}

1 1 112 1 0 01
1 -2 -11-1 0 0 1lo

1
Luego el Unico punto fijo por F, es F(F,) = {(1)}
0



